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1. Die gegebene DGL
y" +y" +4y = cosx (%)

ist eine inhomogene lineare DGL 3. Ordnung mit konstanten Koeflizienten.
Wir betrachten zuerst die homogene lineare DGL

y" +y" +4y =0, (*0)

Allgemeine Losung von (xq):
Das charakteristische Polynom von (x)

XN =X +22 44 = A+2)N2 - 1+2)
i

D=

hat die drei Nullstellen A\; = —2 (reell, einfach), Ay = %+77z (komplex, einfach) sowie \3 =
(komplex, einfach).
Ein Fundamentalsystem von (x) besteht damit aus den 3 linear unabhéngigen Funktionen

o1(z) = e, pa(z) = 3% cos(¥lx), p3(x) = e3® sin(¥fz), x €R.
Die allgemeine Losung von (%) ist damit

_ 1 1, . .
Peyea,cs () = CrE 2T 4 chez® cos(4lx) + cze2sin(Yx), x € R, mit c1,co,c3 €R.

Partikulére Losung von (x):

Die rechte Seite von (x) ist von der Form b(x) = p(x) e®” cos(kx) = cos(x) mit der Polynomfunktion
p(z) =1 vom Grade m = 0 und a = 0,k = 1. Da a + ki = i keine Nullstelle von x(\) ist, ist die
Vielfachheit o = 0, alsoist m +a =0+ 0= 0.

Fiir die partikuldre Losung ¢, von (x) wéhlen wir also den Ansatz
op() = q1(z) €™ cos(kz) + ga(x)e* sin(kx) = rq cosx + rosinx

mit Polynomfunktionen ¢;(x) = 1 und ga(x) = ro jeweils vom Grade m + «a = 0.
Es ist dann

¢p(x) = —rysinx +racosw



und

i

@p Losung von (x) <= ¢/ (x) + ¢, (x) + 4pp(x) = cosz Vz € R

<= risinz —rgcosx —rycosx —rosinz +4(rycosz + rosinx) = cosx  Vr € R
< (3r1 —rg—1)cosx + (r; +3ry)sinx =0 VreR
<— 3ri—r92—1=0 A r1+3r2=0
<— 3ri—ryo—1=0 A ri=-3ry
<~ ng—i A 7“1:3.
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Folglich ist
gop(a:)zﬁcosa:—%sinx, x € R,

eine partikulidre Losung von (x).

Die allgemeine Losung von () ist damit

o(x) = c1e™ 2" + cyer® cos(Yz) + cze2” sin(Lz)

3 1
+ Ecosa: — Esinaz, r €R, mitcy,co,c3 €R.

. Wir betrachten die inhomogene lineare lineare DGL
Y+ 2ky + K%y = 32% — 2, ()
sowie homogene lineare DGL
y" + 2ky’ + Ky = 0. (*0)

a) Wir bestimmen die allgemeine Losung von (xg):
Das charakteristische Polynom von (xq)

XA) = A2 42BN + k2 = (A + k)2

hat die Nullstelle \y = Ao = —Fk (reell, doppelt).
Die allgemeine Losung von (x¢) ist damit

Doy ey () = c1e™ ™ fcowe™ € R, mit cp,co €R.
Da nun lim e *® = 0 und auch nach I'Hospital lim ze % = lim - = lim —— = 0, gilt
T—00 T—00 r—o0 € 300 ke

fur alle Losungen ¢, ¢, von (xq), dal lim ¢, ¢, (z) = 0.
T—00

b) Wir bestimmen eine partikuléire Losung von (x):
Die rechte Seite von (x) ist von der Form der Form b(z) = p(z) e** mit der Polynomfunktion
p(r) = 322 — 2 vom Grade m = 2 und a = 0. Da 0 keine Nullstelle von Y ist (beachte, dafl
k > 0), ist also ist die Vielfachheit a = 0.

Fiir die partikulére Losung ¢, von (x) wéhlen wir also den Ansatz

op(z) = q(2) ™ = ra® + s+t
mit einer Polynomfunktion q(x) = rz? + sz + ¢t vom Grade m + a = 2 + 0 = 2. Es ist dann
op(z) =2rz+s
oy (x) = 2r



und

¢p Losung von (x) <= (pg(x)+2k<p;(x)+k2<pp(x):3x2—2 Ve e R
— 2 +2k(2rz+5) + k2(ra? + sz +t) =322 -2 Vz €R
> 2r +dkre + 2ks + k*ra® + k®sz + k%t =322 —2 Vo € R
— (K% —3)a + (4kr + kK*s)z + (2r + 2ks + K*t +2) =0 Vz € R
= kr—-3=0 A dkr+k*s=0 A 2r+2ks+k*t+2=0
3 12 18 2
@r:ﬁ A S:_E A t:ﬁ_ﬁ

Also ist
5 12 18 2

(pp(x):ﬁx_ﬁx_‘_ﬁ_ﬁ’ JJGR,
eine partikulidre Losung von (x).

Allgemeine Losung von (x):
Die allgemeine Losung von (x) ist damit

, 12 18

3
p(x) = cre ™ fepwe™ 4 Tt - z €R, mitcp,eo € R

2
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Die gegebene Quadrik

Qz{(';) € R?| 3x2—xy+y2+5x—4y+2:0}

(x y)-A-<Z>+bT-(z>+c:O

1
A=<31 12)€R2X2, b:<54>€R2 und c=2€R.
! _

besitzt die Gleichung

Wegen
det A=3— 1 >0
4
ist @ eine Ellipse oder ein Punkt oder die leere Menge.

Da nun fiir y = 0 die Gleichung
32% +55+2=0

zwei verschiedene (reelle) Losungen besitzt, ndmlich

—5+25-24 -—5+1
6 6

2
T12 = also xr1 = —1, l’gz—g,

_2
3

0 ); also mufl ) eine Ellipse

liegen also mindestens zwei Punkte auf ), ndmlich (_01) und (
sein.

Genauso hétte auch (z = 0) die Gleichung
y? —dy+2=0

zwei verschiedene (reelle) Losungen, ndmlich y; 2 =2+ V/'2; also liegen auch die zwei Punkte

0 0
(2y3) und (,5) auf @,
Wir haben somit also Schnittpunkte von () mit den beiden Koordinatenachsen gefunden.



Die Gleichung
a? 4+ 25wy + P+ 20 +2y+1=0 (%)

&8t sich mit der symmetrischen Matrix

()
( y)-A-(§>+(2 2)-(‘;>+1:0

schreiben. Dabei entscheidet das Vorzeichen von det A, zu welcher der angegebenen Typen-
klassen @ gehort. Mit det A = 1 — s2 folgt:

o |s| <1<«= Q ist Ellipse, Punkt oder @
e |s| > 1 <= @ ist Hyperbel oder sich schneidendes Geradenpaar

auch in der Form

e |s| =1 <= @ ist Parabel, paralleles Geradenpaar, Doppelgerade oder &

Fiir s = 1 ist unter zweimaliger Verwendung der binomischen Formel

(%) = 2+ 22y + > + 20+ 2y +1 =0
= (r+y)’+22+2y+1=0
= (r+y)?+2z+y)+1=0
= (r+y+1)2=0
—y=-c—1

Damit ist ) eine Doppelgerade, und zwar

o={(0)eriy=—-a-1}= (") +r(’).



